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NOMBRE DE LA ASIGNATURA INTRODUCCION A LOS ESPACIOS DE HILBERT
CODIGO 61023044

CURSO ACADEMICO 2026/2027

DEPARTAMENTO MATEMATICAS FUNDAMENTALES

TITULO EN QUE SE IMPARTE GRADO EN MATEMATICAS

CURSO TERCER CURSO

PERIODO SEMESTRE 1

N° ETCS 6

HORAS 150.0

IDIOMAS EN QUE SE IMPARTE CASTELLANO

PRESENTACION Y CONTEXTUALIZACION

Introduccién a los Espacios de Hilbert es una asignatura obligatoria de 6 créditos ECTS,
impartida en el primer cuatrimestre del tercer curso del Grado en Matematicas. Se integra en
el area de Analisis Matemaético y tiene como objetivo introducir una de las estructuras
centrales del analisis moderno: los espacios de Hilbert, es decir, espacios vectoriales con
producto interno completos respecto de la norma asociada. Desde el punto de vista
conceptual, la asignatura prolonga de forma natural el estudio de los espacios euclideos de
dimension finita y permite trasladar a contextos infinito-dimensionales nociones geométricas
tan importantes como la longitud, el angulo, la ortogonalidad o la proyeccion ortogonal.

Uno de los rasgos mas relevantes de esta teoria es que combina de manera especialmente
eficaz la intuicion geométrica con herramientas analiticas potentes. Gracias al producto
interno y a la completitud, en los espacios de Hilbert aparecen resultados fundamentales
sobre aproximacién, descomposicién ortogonal, bases ortonormales y representacion de
funcionales y operadores. Todo ello convierte a estos espacios en un marco natural para
estudiar espacios de sucesiones y de funciones, y permite comprender con mayor
profundidad fenémenos que en dimension finita aparecen de forma mas elemental. En este
sentido, la asignatura no solo introduce una nueva clase de espacios, sino también una
manera de pensar que serd esencial en cursos posteriores del area.

La importancia de los espacios de Hilbert no es Gnicamente tedrica. Su estructura
desempefia un papel fundamental en numerosos campos de la matematica y sus
aplicaciones. Aparecen de forma natural, por ejemplo, en el estudio de las ecuaciones en
derivadas parciales, en la mecanica cuantica, en la teoria de la sefial, en el analisis de
procesos estocasticos de cuadrado integrable y en distintos problemas de modelizacion
matematica. Por ello, aunque la asignatura tenga un contenido abstracto y formativo, su
alcance va mucho mas alla del marco puramente teérico: proporciona herramientas basicas
para comprender desarrollos posteriores tanto del analisis matematico como de varias de
sus aplicaciones.
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Dentro del plan de estudios, la asignatura establece un puente entre materias ya cursadas y
otras que se abordardn méas adelante. Se apoya de manera natural en conocimientos previos
de Algebra Lineal y de Funciones de varias variables, y prepara al estudiante para
asignaturas posteriores, en particular para Analisis de Fourier y ecuaciones en derivadas
parciales. Al mismo tiempo, constituye una base conceptual importante para comprender el
paso desde los espacios euclideos a marcos mas generales del analisis funcional, donde
muchas propiedades familiares dejan de ser automaticas y deben ser estudiadas con nuevas
herramientas.

Aunque el programa incluye un abanico amplio de contenidos, el objetivo de la asignatura no
es agotar todos los aspectos de la teoria general en que se encuadran los espacios de
Hilbert, sino ofrecer una primera introduccion sélida a sus conceptos, ejemplos y resultados
fundamentales. Parte del material tiene un caracter de repaso o de contextualizacion, y
varias de las nociones estudiadas deben entenderse como una prolongacion natural de
ideas ya conocidas en N El énfasis del curso recaera, por tanto, en aquellos aspectos que
permiten comprender la estructura geométrica y analitica propia de los espacios de Hilbert y
su papel dentro del analisis matemético.

Por todo ello, Introduccién a los Espacios de Hilbert ocupa un lugar especialmente relevante
en la formacion matematica del estudiante. La asignatura permite consolidar ideas
geométricas y analiticas fundamentales, familiarizarse con ejemplos y resultados de gran
alcance, y adquirir una primera visién unificada de cuestiones que reapareceran
posteriormente en distintas ramas del andlisis. Su estudio resulta especialmente valioso
tanto para quienes deseen profundizar en el Andlisis Matemético como para quienes quieran
comprender algunos de los marcos abstractos mas Gtiles de la matematica contemporanea.

REQUISITOS Y/O RECOMENDACIONES PARA CURSAR LA
ASIGNATURA

Para cursar adecuadamente esta asignatura es conveniente haber adquirido una base soélida
en Algebra Lineal y en Anélisis Matematico, en particular en las asignaturas de Funciones de
una variable y Funciones de varias variables. Resulta especialmente importante manejar con
soltura nociones como espacio vectorial, aplicacion lineal, diagonalizacion, producto escalar,
bases ortogonales, continuidad, convergencia y compacidad en los contextos ya estudiados
en cursos anteriores.

También se recomienda un buen dominio de los nimeros complejos y de las técnicas
basicas de calculo asociadas a ellos. Aunque la asignatura se centra en la teoria de los
espacios de Hilbert, muchos de los ejemplos y resultados mas importantes se formulan
naturalmente en espacios de funciones o de sucesiones con valores reales o complejos, por
lo que esta familiaridad resulta muy Gtil desde el comienzo del curso.

Desde el punto de vista del trabajo personal, se aconseja seguir la asignatura de forma
continua y no concentrar el estudio en las semanas previas al examen. La materia exige
asimilar definiciones, comprender demostraciones y trabajar regularmente con ejercicios. En
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particular, es recomendable intentar resolver por cuenta propia una seleccién significativa de
los problemas propuestos en el texto base antes de consultar soluciones o indicaciones
externas.

Aunque no se exige un conocimiento previo profundo de analisis funcional, si es importante
acudir a la asignatura con madurez matemética suficiente para seguir argumentos abstractos
y redactar razonamientos con precisién. La asignatura esta concebida como una primera
introduccion sistematica a una de las estructuras fundamentales del analisis moderno, y su
aprovechamiento serd mayor cuanto mas asentados estén los conocimientos béasicos
mencionados.

EQUIPO DOCENTE

Nombre y Apellidos JORGE LOPEZ ABAD (Coordinador/a de asignatura)
Correo Electronico abad@mat.uned.es

Teléfono 91398-7234

Facultad FACULTAD DE CIENCIAS

Departamento MATEMATICAS FUNDAMENTALES

Nombre y Apellidos JOSE IGNACIO TELLO DEL CASTILLO

Correo Electrénico jtello@mat.uned.es

Teléfono 91398-7350

Facultad FACULTAD DE CIENCIAS

Departamento MATEMATICAS FUNDAMENTALES

HORARIO DE ATENCION AL ESTUDIANTE

El equipo docente realizara la tutorizacion fundamentalmente a través del Curso Virtual. El
Seguimiento del Aprendizaje se realizara mediante el curso virtual y los foros abiertos para
ese fin. En él se habilitardn foros tematicos en los que el alumno podra plantear sus dudas y
trabajar junto con sus compafieros.

Tutorizacion presencial en la Sede Central en los siguientes horarios:

Martes de 10:00 a 14:00 horas.

Despacho: 2.95

Facultad de Psicologia, C/ Juan del Rosal 10

Tutorizacion telefénica en los horarios de atenciéon presencial en el teléfono 91 398 7350
Tutorizacion postal. En la direccion:

J.Ignacio Tello

Departamento de Matematicas Fundamentales. Fcultad de Ciencias

Edificio de Psicologia. C/ Juan del Rosal 10

28040-Madrid
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TUTORIZACION EN CENTROS ASOCIADOS

En el enlace que aparece a continuacion se muestran los centros asociados y extensiones
en las que se imparten tutorias de la asignatura. Estas pueden ser:

*Tutorias de centro o presenciales: se puede asistir fisicamente en un aula o despacho del
centro asociado.

sTutorias campus/intercampus: se puede acceder via internet.

Consultar horarios de tutorizacion de la asignatura 61023044

COMPETENCIAS QUE ADQUIERE EL ESTUDIANTE

COMPETENCIAS GENERALES

CG4- Analisis y Sintesis

CG5- Aplicacion de los conocimientos a la practica

CG6- Razonamiento critico

CG8- Seguimiento, monitorizacion y evaluacion del trabajo propio o de otros
CG10- Comunicacion y expresion escrita

CG13- Comunicacion y expresion matematica, cientifica y tecnolégica

COMPETENCIAS ESPECIFICAS

CED1- Comprensién de los conceptos basicos y familiaridad con los elementos
fundamentales para el estudio de las Matematicas superiores

CED2- Destreza en el razonamiento cuantitativo, basado en los conocimientos adquiridos

CEA4- Habilidad para detectar inconsistencias de razonamiento ya sea de forma teorica o
practica mediante la busqueda de contraejemplos

CEA7- Habilidad para presentar el razonamiento matematico y sus conclusiones de manera
clara y precisa, de forma apropiada a la audiencia a la que se dirige, tanto en la forma oral
como escrita

CEAB8- Capacidad de relacionar distintas areas de las matematicas
CE1- Razonamiento critico, capacidad de evaluar trabajos propios y ajenos

CEP4- Resolucion de problemas
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RESULTADOS DE APRENDIZAJE

Comprender el concepto de espacio de Hilbert como generalizacién de los espacios
euclideos de dimensidn finita, identificando el papel del producto interno y de la completitud
en su estructura.

Manejar con soltura los conceptos fundamentales asociados a los espacios de Hilbert, tales
como norma inducida, ortogonalidad, subespacios ortogonales y proyeccién ortogonal.

eConocer y utilizar los ejemplos mas importantes de espacios de Hilbert, en particular los
espacios de sucesiones y determinados espacios de funciones de cuadrado integrable.

Comprender el significado y la utilidad de las bases ortonormales, asi como los resultados
basicos relacionados con el desarrollo de elementos respecto de tales bases.

*Resolver problemas de aproximacion en espacios de Hilbert mediante el uso de la
ortogonalidad y de los teoremas de proyeccion.

*Entender el teorema de representacién de Riesz y utilizarlo para describir los funcionales
lineales continuos sobre un espacio de Hilbert.

eIntroducirse en el estudio de los operadores lineales continuos en espacios de Hilbert,
prestando especial atencidn al operador adjunto y a los operadores autoadjuntos.

*Conocer las nociones basicas relativas a los operadores compactos en espacios de Hilbert
y algunos de sus resultados fundamentales.

*Desarrollar la capacidad de redactar demostraciones y resolver ejercicios con precision,
claridad y rigor matematico en el contexto de esta teoria.

*Reconocer el papel de los espacios de Hilbert en otras areas del analisis matematico y en
diversas aplicaciones, como el analisis de Fourier, las ecuaciones en derivadas parciales, la
mecénica cuantica o la teoria de la sefial.

CONTENIDOS

Tema 1. Introduccion

En este primer tema se presentan algunos conceptos y herramientas basicas que serviran
de apoyo al resto de la asignatura. Aunque parte del contenido aparece marcado como
opcional, ello no debe interpretarse como falta de relevancia matematica, sino como
indicacion de que se trata de materiales de apoyo, repaso o ampliacién que no
necesariamente se desarrollaran con el mismo grado de detalle durante el curso. Su funcion
principal es fijar el lenguaje y el marco general en el que mas adelante se estudiaran los
espacios de Hilbert.

1.1 Introduccién

Se presenta el sentido general del tema y su papel dentro de la asignatura, destacando qué
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nociones previas conviene tener presentes antes de abordar el estudio de los espacios de
Hilbert.

1.2 Lemade Zorn

Se introduce este resultado de teoria de conjuntos, fundamental en muchas demostraciones
de existencia en algebra y analisis funcional. Aunque su uso en la asignatura es limitado,
conviene conocer su enunciado y su alcance.

1.3 Espacios vectoriales (opcional)

Se repasan las nociones basicas sobre espacios vectoriales y subespacios, con el fin de
consolidar el marco algebraico en el que posteriormente se introduciran productos internos,
normas y operadores. Su caracter opcional debe entenderse en sentido expositivo, no
conceptual.

1.4 Bases en espacios vectoriales y dimensién

Se estudian los conceptos de base y dimension en el contexto algebraico general. Este
apartado permite recordar ideas esenciales para entender después la diferencia entre bases
algebraicas y bases ortonormales.

1.5 Aplicaciones lineales (opcional)

Se revisan las nociones elementales relativas a las aplicaciones lineales entre espacios
vectoriales. Este material sirve como preparacion para el estudio posterior de operadores
lineales continuos.

1.6 Topologia en R (opcional)

Se recuerdan algunas propiedades topolégicas basicas de los espacios euclideos, Utiles
como referencia para comparar después lo que ocurre en espacios de dimension infinita.
1.7 Desigualdades en R

Se estudian desigualdades fundamentales que aparecen de manera natural en el analisis y
gue resultaran atiles mas adelante en el tratamiento de normas, productos internos y
estimaciones.

1.8 Ejercicios

Los ejercicios de este tema permiten afianzar los conceptos introductorios y comprobar que
se manejan con soltura las herramientas basicas necesarias para seguir adecuadamente la
asignatura.

Tema 2. Espacios topoldgicos

En este tema se introducen algunas nociones topoldgicas y métricas basicas que resultan
necesarias para formular con precision muchos de los conceptos y resultados que
aparecerdn mas adelante en la asignatura. Aunque el interés principal del curso se centra en
los espacios de Hilbert, conviene disponer previamente de un marco general en el que se
sitian ideas como continuidad, compacidad, convergencia o completitud. De manera
especial, el teorema de Baire constituye una herramienta fundamental en andlisis funcional y
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permite comprender mejor varios resultados estructurales de gran alcance.

2.1 Introduccion

Se presenta el papel de los espacios topolégicos y métricos dentro del analisis moderno y su
utilidad como marco general para estudiar continuidad, convergencia y compacidad.

2.2 Espacio topoldgico: Definicion

Se introduce la nocidon de espacio topolégico y los conceptos basicos asociados a ella. Este
apartado permite situar en un contexto general muchas de las propiedades que mas
adelante se estudiaran en espacios métricos, normados y de Hilbert.

2.3 Espacio métrico

Se estudian los espacios métricos como una clase especialmente importante de espacios
topoldgicos. La métrica permite trabajar de manera mas concreta con distancias, sucesiones
convergentes, conjuntos cerrados y completitud.

2.4 Funciones continuas

Se revisa el concepto de continuidad entre espacios topoldgicos y métricos. Este apartado
sirve para reforzar una nocién central del analisis y para preparar el estudio posterior de
aplicaciones lineales continuas y operadores.

2.5 Conjuntos compactos

Se introduce el concepto de compacidad y algunas de sus propiedades basicas. La
compacidad desempefia un papel esencial en numerosos resultados de analisis y, en el
contexto de la asignatura, resulta especialmente util para apreciar diferencias importantes
entre dimension finita e infinita.

2.6 Teorema de Baire

Se estudia uno de los resultados fundamentales de la topologia y del andlisis funcional. El
teorema de Baire esta en la base de varios teoremas importantes que aparecen en cursos
posteriores y proporciona una primera muestra de la profundidad de los métodos abstractos
del andlisis.

2.7 Ejercicios

Los ejercicios de este tema tienen como obijetivo afianzar el manejo de los conceptos
topoldgicos y métricos basicos, asi como familiarizar al estudiante con ejemplos y
contraejemplos relevantes.

Tema 3. Integral de Lebesgue

En este tema se introducen los elementos basicos de la teoria de la medida y de la integral
de Lebesgue que seran necesarios para estudiar, mas adelante, espacios de funciones de
gran importancia en analisis, y en particular el espacio L2, gue constituye uno de los
ejemplos fundamentales de espacio de Hilbert. Aunque no se pretende desarrollar aqui toda
la teoria con exhaustividad, si se presentan los conceptos y resultados imprescindibles para
comprender el marco en el que se definen los espacios LP y para trabajar con rigor en
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contextos funcionales mas generales que los del calculo clasico.

3.1 Introduccién

Se presenta el sentido general del tema y su importancia dentro de la asignatura,
destacando el papel de la teoria de la medida y de la integral de Lebesgue en el estudio de
espacios de funciones.

3.2 Espacio medible

Se introduce la nocién de espacio medible como estructura basica sobre la que se define
posteriormente el concepto de medida. Este apartado proporciona el marco abstracto
necesario para desarrollar la integracion de Lebesgue.

3.3 Medida. Espacio de medida

Se estudia el concepto de medida y el de espacio de medida, que permiten cuantificar el
tamafo de conjuntos de una forma mucho mas flexible que la longitud, el area o el volumen
en sentido clasico.

3.4 Medida de Lebesgue en R

Se presenta la medida de Lebesgue en el espacio euclideo, que constituye el ejemplo mas
importante de medida para las aplicaciones analiticas. Este apartado sirve como referencia
fundamental para los espacios de funciones que apareceran después.

3.5 Funcion medible

Se introduce el concepto de funcién medible, condicion basica para poder definir su integral.
Se trata de una nocién central en la teoria y esencial para el desarrollo de los espacios LP.
3.6 Teorema de la convergencia mondtonay de la convergencia dominada

Se estudian dos de los resultados fundamentales de la integracion de Lebesgue. Estos
teoremas permiten intercambiar limites e integrales bajo hipétesis adecuadas y constituyen
herramientas basicas en analisis.

3.7 Ejercicios

Los ejercicios de este tema tienen como finalidad afianzar los conceptos fundamentales de
medida e integracion, asi como familiarizar al estudiante con los resultados basicos que
seran utilizados posteriormente al estudiar espacios de funciones.

Tema 4. Espacios de Banach

En este tema se estudian los espacios normados y, en particular, los espacios de Banach, es
decir, aquellos espacios normados que son completos. Aunque el objetivo principal de la
asignatura no es desarrollar de manera sistematica la teoria general de los espacios de
Banach, este tema resulta importante porque los espacios de Hilbert constituyen una clase
especialmente relevante de espacios de Banach. Por ello, conviene conocer previamente
algunas nociones, ejemplos y resultados basicos del contexto normado general en el que
después se situara la teoria especifica de Hilbert.
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4.1 Introduccion

Se presenta el sentido general del temay su relacion con el resto de la asignatura,
destacando el paso desde la estructura métrica a la estructura normada y la importancia de
la completitud en analisis funcional.

4.2 Espacios normados

Se introduce la nocidon de espacio normado y las propiedades basicas asociadas a la norma.
Este apartado permite formalizar conceptos geométricos y analiticos que generalizan los ya
conocidos en espacios euclideos.

4.3 Espacios de Banach

Se estudia el concepto de completitud en el contexto de los espacios normados y se
introduce la nocién de espacio de Banach. La completitud constituye una de las propiedades
estructurales mas importantes en analisis.

4.4 Teorema de la aplicacion abierta

Se presenta uno de los teoremas fundamentales del andlisis funcional. Este resultado
muestra la profundidad de la teoria de los espacios de Banach y pone de manifiesto la fuerza
de la completitud en el comportamiento de las aplicaciones lineales continuas.

4.5 Base de Schauder de un espacio de Banach

Se introduce la nocidén de base de Schauder, que extiende al contexto topolégico la idea
algebraica de base. Este apartado resulta Util para comparar distintos tipos de
representacion de los elementos de un espacio y para preparar el estudio posterior de las
bases ortonormales en espacios de Hilbert.

4.6 Teorema de Hahn-Banach: forma analitica (opcional)

Se presenta uno de los resultados centrales del analisis funcional. Aungque su tratamiento en
esta asignatura tiene caracter complementario, conviene conocer su significado y el papel
gue desempefia en la teoria general de espacios normados y dualidad.

4.7 Espacios de Banach separables

Se estudia la nocién de separabilidad en el contexto de los espacios de Banach. Esta
propiedad sera especialmente relevante mas adelante al considerar bases ortonormales y
ejemplos concretos de espacios de Hilbert.

4.8 Funciones continuas entre espacios de Banach

Se revisan las aplicaciones continuas entre espacios de Banach, con especial atencién al
contexto lineal. Este apartado sirve como preparacion para el estudio posterior de
operadores en espacios de Hilbert.

4.9 Teorema de Banach-Steinhaus (opcional)

Se introduce otro de los grandes teoremas del analisis funcional. Su presencia en la
asignatura tiene un caracter principalmente formativo y de contextualizacion dentro de la
teoria general.
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4.10 Espacio dual de un espacio de Banach

Se presenta la nocién de espacio dual y el papel de los funcionales lineales continuos. Este
concepto sera particularmente importante al estudiar mas adelante el teorema de
representacion de Riesz en espacios de Hilbert.

4.11 Ejercicios

Los ejercicios de este tema permiten consolidar el manejo de normas, completitud, dualidad
y operadores lineales continuos, asi como distinguir con claridad entre propiedades
algebraicas, topoldgicas y geométricas de los espacios estudiados.

Tema 5. El espacio de las funciones continuas

En este tema se estudia el espacio de las funciones continuas como uno de los ejemplos
mas importantes de espacio de Banach. Su interés dentro de la asignatura es doble: por una
parte, proporciona un ejemplo fundamental de espacio funcional en el que confluyen de
manera natural ideas topologicas, métricas y nhormadas; por otra, permite comprender mejor
algunas diferencias esenciales entre el contexto general de los espacios de Banach y la
situacion més especifica de los espacios de Hilbert. Ademas, varios de los resultados de
este tema desempefian un papel central en analisis y en aproximacién de funciones.

5.1 Introduccion

Se presenta el sentido general del tema y la importancia del espacio de las funciones
continuas dentro del andlisis funcional y de la teoria de aproximacion.

5.2 El espacio de las funciones continuas

Se introduce este espacio funcional y se estudian sus propiedades basicas, prestando
atencion a la estructura lineal y a la norma natural con la que se trabaja en él.

5.3 El espacio de las funciones continuas es un espacio de Banach

Se prueba la completitud de este espacio respecto de la norma del supremo. Este resultado
lo convierte en uno de los ejemplos clasicos y mas relevantes de espacio de Banach.

5.4 Equicontinuidad

Se estudia el concepto de equicontinuidad, que permite controlar simultaneamente el
comportamiento de familias de funciones. Se trata de una nocion clave en resultados de
compacidad y aproximacion.

5.5 Teorema de Ascoli-Arzela

Se presenta uno de los resultados fundamentales en teoria de funciones y compacidad. Este
teorema ofrece un criterio muy til para caracterizar subconjuntos relativamente compactos
de espacios de funciones continuas.

5.6 Teorema de Stone-Weierstrass y separabilidad de C(0,1) (opcional)

Se introduce un importante resultado de aproximacion uniforme de funciones continuas por
subalgebras suficientemente ricas. Aunque su tratamiento aqui tiene caracter
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complementario, permite apreciar la profundidad de la teoria y su conexion con la densidad y
la separabilidad.

5.7 Ejercicios

Los ejercicios de este tema permiten afianzar el estudio del espacio de las funciones
continuas y familiarizarse con ejemplos y resultados fundamentales sobre compacidad,
aproximacion y estructura funcional.

Tema 6. Espacios de Lebesgue

En este tema se estudian los espacios Lp, que constituyen una de las familias méas
importantes de espacios de funciones en andlisis. Su interés dentro de la asignatura es
fundamental, ya que entre ellos aparece el espacio L2, que es uno de los ejemplos més
relevantes de espacio de Hilbert. Por ello, este tema permite enlazar la teoria de la medida y
de la integracion con la estructura geométrica y analitica que se desarrollara mas adelante
en el curso. Ademas, los espacios LP proporcionan ejemplos esenciales para comprender
mejor las diferencias entre el marco general de los espacios de Banach y el caso particular
de los espacios de Hilbert.

6.1 Introduccion

Se presenta el sentido general del tema y la importancia de los espacios LP en andlisis, tanto
por su interés propio como por su papel en el estudio posterior de los espacios de Hilbert.
6.2 Definicion de espacios LP

Se introduce la definicion de los espacios LP asociados a un espacio de medida, asi como la
norma natural con la que se estudian. Este apartado permite construir una amplia clase de
espacios funcionales de gran relevancia tedrica y aplicada.

6.3 Desigualdad de Holder en LP

Se estudia una de las desigualdades fundamentales de la teoria, indispensable para el
andlisis de los espacios LP y para numerosas demostraciones posteriores. Esta desigualdad
pone de manifiesto la estrecha relacion entre distintos exponentes conjugados.

6.4 LP es un espacio de Banach

Se prueba que los espacios LP son completos respecto de su norma natural. Este resultado
justifica su importancia dentro del analisis funcional y permite situarlos dentro de la teoria
general de los espacios de Banach.

6.5LP es un espacio separable para p menor que infinito

Se estudia la propiedad de separabilidad en los espacios LP cuando p es finito. Esta cuestion
serd especialmente relevante mas adelante al considerar ejemplos concretos y desarrollos
en espacios de Hilbert.

6.6 Espacio dual de LP (opcional)

Se introduce la descripcion del dual de los espacios LP en el caso general. Aunque este
apartado tiene caracter complementario, resulta muy Util para comprender la estructura de
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estos espacios y su relacion con la dualidad en andlisis funcional.

6.7 Convergencia en L1 y convergencia puntual (opcional)

Se comparan distintos tipos de convergencia en espacios de funciones, mostrando que no
siempre coinciden ni tienen las mismas consecuencias. Este apartado permite apreciar mejor
la riqueza y sutileza de los espacios funcionales.

6.8 Ejercicios

Los ejercicios de este tema tienen como objetivo consolidar la comprension de la definicion y
propiedades basicas de los espacios Lp, asi como familiarizar al estudiante con
desigualdades, ejemplos y distintos modos de convergencia.

Tema 7. Espacios de Hilbert

En este tema se introduce el ndcleo central de la asignatura. Tras los preliminares
desarrollados en los temas anteriores, se aborda ya de manera especifica la teoria de los
espacios de Hilbert, entendidos como espacios con producto interno completos respecto de
la norma asociada. La presencia del producto interno dota a estos espacios de una
estructura geomeétrica especialmente rica, que permite definir y estudiar con precision
nociones como ortogonalidad, proyeccion, base ortonormal o convergencia débil. Por ello,
este tema ocupa una posicion central dentro de la asignatura y proporciona las herramientas
conceptuales fundamentales para los temas posteriores.

7.1 Introduccion

Se presenta el sentido general del tema y se destaca la importancia de los espacios de
Hilbert como marco natural para una gran parte del analisis matematico y de sus
aplicaciones.

7.2 Producto interno

Se introduce la nocion de producto interno y sus propiedades basicas. A partir de él se
obtiene una norma natural y una geometria que generaliza la de los espacios euclideos.
7.3 Espacios de Hilbert: Definicién

Se define formalmente el concepto de espacio de Hilbert y se explica el papel esencial de la
completitud en este contexto. Este apartado fija el objeto principal de estudio de la
asignatura.

7.4 Ortogonalidad

Se estudia la nocién de ortogonalidad y sus consecuencias basicas. La ortogonalidad
constituye uno de los rasgos distintivos de los espacios de Hilbert y desempefia un papel
central en la resolucion de problemas de descomposicién y aproximacion.

7.5 Conjuntos cerrados en espacios de Hilbert

Se analizan algunas propiedades de los subconjuntos cerrados, especialmente en relacion
con la ortogonalidad y con los futuros resultados de proyeccion y mejor aproximacion.
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7.6 Bases en un espacio de Hilbert

Se introduce la nocidon de base ortonormal y se estudia su papel en la representacion de los
elementos del espacio. Este apartado permite comprender una de las diferencias
fundamentales entre la estructura de Hilbert y la de un espacio vectorial puramente
algebraico.

7.7 Convergencia débil

Se presenta la nocién de convergencia débil, que amplia la perspectiva sobre los distintos
modos de convergencia en espacios funcionales y resulta especialmente importante en
analisis y en aplicaciones.

7.8 Ejercicios

Los ejercicios de este tema tienen como obijetivo afianzar los conceptos fundamentales de la
teoria de los espacios de Hilbert y desarrollar soltura en el uso de la ortogonalidad, las bases
ortonormales y los distintos tipos de convergencia.

Tema 8. Optimizacion

En este tema se estudian algunas de las consecuencias mas importantes de la geometria
de los espacios de Hilbert en problemas de aproximacion y optimizacion. La presencia del
producto interno y de la ortogonalidad permite formular y resolver con especial claridad
problemas de mejor aproximacion a conjuntos convexos cerrados, lo que constituye una de
las aplicaciones mas caracteristicas de esta teoria. Por ello, este tema desarrolla uno de los
aspectos mas Utiles y representativos de los espacios de Hilbert, tanto desde el punto de
vista tedrico como aplicado.

8.1 Introduccion

Se presenta el sentido general del tema y se explica la relacién entre la estructura
geométrica de los espacios de Hilbert y los problemas de aproximacion éptima.

8.2 Conjuntos convexos. Teorema de la mejor aproximacion

Se introduce la nocion de conjunto convexo y se estudia el teorema de la mejor
aproximacion. Este resultado garantiza, bajo hipétesis adecuadas, la existencia y unicidad
del punto de un conjunto convexo cerrado que se encuentra mas proximo a un elemento
dado del espacio.

8.3 Teorema de la proyeccion

Se estudia uno de los resultados centrales de la teoria de los espacios de Hilbert. El teorema
de la proyeccion permite descomponer un elemento en suma de una componente
perteneciente a un subespacio cerrado y otra ortogonal a dicho subespacio, proporcionando
una herramienta fundamental para numerosos problemas de andlisis y aplicaciones.

8.4 Ejercicios

Los ejercicios de este tema tienen como objetivo afianzar el manejo de los conceptos de
convexidad, mejor aproximacion y proyeccion ortogonal, asi como desarrollar intuicién
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geomeétrica en el contexto de los espacios de Hilbert.

Tema 9. Operadores lineales

En este tema se inicia el estudio de los operadores lineales continuos en espacios de Hilbert,
que constituyen una parte fundamental del andlisis funcional. La estructura geométrica de los
espacios de Hilbert permite desarrollar una teoria especialmente rica de estos operadores,
en la que aparecen de forma natural nociones como operador adjunto, autoadjuncién o
representacion de funcionales continuos. Este tema sirve, por tanto, para ampliar el estudio
de la estructura interna de los espacios de Hilbert y para introducir herramientas esenciales
en muchas aplicaciones del analisis.

9.1 Introduccidn

Se presenta el sentido general del tema y la importancia del estudio de los operadores
lineales continuos en el contexto de los espacios de Hilbert.

9.2 Operadores lineales y continuos

Se introducen los operadores lineales continuos entre espacios de Hilbert y se revisan sus
propiedades béasicas. Este apartado permite formalizar el concepto de transformacion lineal
compatible con la estructura topologica y geométrica del espacio.

9.3 Teorema de la grafica cerrada (opcional)

Se presenta uno de los resultados fundamentales del andlisis funcional relativo a operadores
lineales. Aunque su tratamiento en este curso tiene caracter complementario, conviene
conocer su significado y su papel dentro de la teoria general.

9.4 Teorema de representacion de Riesz

Se estudia uno de los teoremas centrales de la teoria de los espacios de Hilbert. Este
resultado caracteriza los funcionales lineales continuos en términos del producto interno y
muestra de forma especialmente clara la riqueza estructural de estos espacios.

9.5 Operador adjunto. Operadores autoadjuntos

Se introduce la nocion de operador adjunto y se estudian algunas propiedades basicas de
los operadores autoadjuntos. Estos conceptos desempefian un papel fundamental tanto en
la teoria abstracta como en muchas aplicaciones.

9.6 Autovalores y autofunciones

Se presentan las nociones de autovalor y autofuncion en el contexto de los operadores
lineales. Este apartado constituye una primera aproximacion a ideas espectrales de gran
importancia en andlisis y en fisica matematica.

9.7 Ejercicios

Los ejercicios de este tema tienen como objetivo afianzar el manejo de operadores lineales
continuos, del teorema de representacion de Riesz y de las nociones basicas asociadas al
operador adjunto y a los autovalores.
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Tema 10. Operadores compactos

En este tema se estudia una clase especialmente importante de operadores lineales
continuos: los operadores compactos. En el contexto de los espacios de Hilbert, estos
operadores presentan propiedades estructurales muy ricas y desempefian un papel central
en numerosos resultados del andlisis funcional. Su estudio permite introducir de manera
natural algunos aspectos basicos de la teoria espectral y comprender mejor la relacion entre
operadores, autovalores y bases de autofunciones. Por ello, este tema constituye una
culminacion natural del curso y muestra una de las direcciones mas fecundas de la teoria de
los espacios de Hilbert.

10.1 Introduccidn

Se presenta el sentido general del tema y la importancia de los operadores compactos
dentro del andlisis funcional y, en particular, en la teoria de los espacios de Hilbert.

10.2 Operadores compactos

Se introduce la nocion de operador compacto y se estudian sus propiedades basicas. Estos
operadores pueden considerarse, en cierto sentido, como una generalizacion infinito-
dimensional de ciertas transformaciones bien conocidas en dimension finita.

10.3 Autovalores de operadores compactos (opcional)

Se estudian algunos resultados basicos relativos a los autovalores de operadores
compactos. Aunque este apartado tiene caracter complementario, permite apreciar la
especial regularidad espectral de esta clase de operadores.

10.4 Bases de autofunciones de operadores compactos

Se presenta uno de los aspectos mas relevantes de la teoria: la posibilidad, bajo hipétesis
adecuadas, de describir la accion del operador a través de autofunciones que proporcionan
una representacion especialmente Util de los elementos del espacio. Este apartado conecta
de forma natural con la estructura ortonormal propia de los espacios de Hilbert.

10.5 Ejercicios

Los ejercicios de este tema tienen como finalidad afianzar la comprension de la nocién de
operador compacto y familiarizar al estudiante con sus propiedades béasicas y con sus
primeras consecuencias espectrales.

Nota aclaratoria: en esta guia, la indicacion “opcional” no significa que ese contenido
carezca de interés o que sea ajeno a la logica de la asignatura. En general, sefiala
materiales de apoyo, ampliacién o repaso cuya profundidad de tratamiento puede ser
variable a lo largo del curso. En una asignatura introductoria no siempre es posible
desarrollar con el mismo detalle todos los aspectos del marco tedrico en el que se sitian los
espacios de Hilbert; por ello, algunos apartados se consideran complementarios desde el
punto de vista expositivo, aunque puedan resultar Gtiles 0 muy recomendables para una
comprension mas amplia y solida de la materia.
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METODOLOGIA

La asignhatura se desarrollara siguiendo la metodologia propia de la ensefianza a distancia
de la UNED, combinando el estudio autonomo del texto base con la utilizacién habitual del
curso virtual y de los distintos cauces de comunicacién con el equipo docente.

El texto base fijara tanto los contenidos fundamentales de la asignatura como la notacién de
referencia, que sera la utilizada también en las pruebas de evaluacion. A lo largo del curso,
el estudiante debera trabajar de manera progresiva los distintos temas, prestando atencion
no solo a las definiciones y resultados, sino también a la comprensién de las demostraciones
y a la relacion entre los distintos conceptos introducidos.

Dado el caracter tedrico de la asignatura, el aprendizaje no debe reducirse a la lectura
pasiva del material. Resulta esencial que el estudiante reconstruya argumentos, compruebe
ejemplos, compare hip6tesis y conclusiones, y resuelva de manera regular ejercicios
representativos de cada tema. En particular, se recomienda intentar resolver por cuenta
propia una parte significativa de los problemas propuestos antes de consultar soluciones,
indicaciones externas o discusiones en los foros.

El curso virtual constituird una herramienta fundamental de apoyo al estudio. En él se
pondran a disposicion del estudiante orientaciones, avisos, materiales complementarios y, en
su caso, indicaciones sobre el ritmo recomendado de trabajo. Asimismo, los foros serviran
como espacio de comunicacion académica para plantear dudas, aclarar conceptos y discutir
cuestiones concretas de la asignatura.

Con caracter general, las cuestiones de contenido matemético deberan plantearse en los
foros tematicos correspondientes, procurando formularlas de manera clara, razonada y
concreta. Las cuestiones de caracter administrativo o relativas al funcionamiento general de
la asignatura se canalizaran a través de los espacios habilitados para ello en el curso virtual.

La preparacion de la asignatura exigira, por tanto, continuidad en el estudio, familiaridad con
la redaccion matematica y trabajo regular con ejercicios. El objetivo no es Unicamente
conocer definiciones o resultados aislados, sino adquirir una comprension suficiente de la
estructura de los espacios de Hilbert y de los métodos béasicos asociados a esta teoria.

SISTEMA DE EVALUACION

TIPO DE PRUEBA PRESENCIAL

Tipo de examen Examen de desarrollo
Preguntas desarrollo 3
Duracién del examen 120 (minutos)

Material permitido en el examen

Ninguno
Criterios de evaluacion
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La prueba presencial constituira el elemento central de la evaluacion de la asignatura.
En su correccion se valoraran prioritariamente la comprensién de los conceptos y
resultados basicos, la capacidad de resolver problemas mediante argumentos
matematicos rigurosos y ordenados, el uso correcto de la notacién y del lenguaje
matematico, y la claridad en la identificacién de las hipo6tesis y de las conclusiones.
Todas las respuestas deberan estar suficientemente justificadas. No se valoraran
Unicamente los resultados finales, sino también el procedimiento seguido, la
adecuacion de las herramientas utilizadas y la solidez del razonamiento
desarrollado. Una respuesta con resultado correcto pero sin justificacion
suficiente podra ser calificada solo parcialmente. Asimismo, los errores
conceptuales, el uso incorrecto de resultados o la omision de hipotesis
esenciales penalizaran de forma significativa.
También se tendra en cuenta la presentacion del examen, la coherencia de la
notacion empleada y la claridad expositiva. La notacion oficial de la asignatura
seré la del texto base.

% del examen sobre la nota final 90

Nota del examen para aprobar sin PEC 5

Nota maxima que aporta el examenala 10
calificacion final sin PEC

Nota minima en el examen para sumar la 5
PEC

Comentarios y observaciones

La prueba presencial consistira en tres ejercicios, tedricos y/o practicos, que podran
tener varios apartados. Su nivel de dificultad no superaréa el de los problemas
representativos trabajados a lo largo del curso.

La prueba de evaluacion continua tendra caracter opcional y su finalidad sera
complementar el proceso de aprendizaje del estudiante, pero no sustituira en
ningln caso la prueba presencial.

La PEC solo podra ser tenida en cuenta cuando la calificacion de la prueba
presencial sea igual o superior a 5. En caso contrario, la nota final coincidira con
la obtenida en dicha prueba.

Para la convocatoria extraordinaria de septiembre, la calificacion sera la obtenida
en la prueba presencial de dicha convocatoria.

PRUEBAS DE EVALUACION CONTINUA (PEC)

¢Hay PEC? Si

Descripcion
La prueba de evaluacion continua sera opcional. Consistira en una prueba escrita
individual, no presencial, con cuestiones teoricas y/o problemas breves de desarrollo,
que debera entregarse a través del curso virtual de la asignatura dentro del plazo que
se establezca oportunamente.
Su finalidad sera promover el estudio continuado de la materia, la comprension
de los conceptos fundamentales y la capacidad de redactar argumentos
matematicos con claridad y rigor.
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Criterios de evaluacion

En la correccion de la PEC se valoraran la correccion matematica de las respuestas, la
adecuada justificacion de los argumentos, la claridad expositiva y el uso correcto del
lenguaje matematico. No se valoraran Unicamente los resultados finales.
La PEC debera reflejar trabajo personal del estudiante y ajustarse a las normas de
honestidad académica de la UNED.

Ponderacion de la PEC en la nota final maximo del 10%

Fecha aproximada de entrega PEC/ 15/12/2026

Comentarios y observaciones

En caso de que el estudiante decida no realizar la PEC, la nota final sera la obtenida en
la prueba presencial.

OTRAS ACTIVIDADES EVALUABLES

¢, Hay otra/s actividad/es evaluable/s? No
Descripcion

Criterios de evaluacion

Ponderacion en la nota final
Fecha aproximada de entrega
Comentarios y observaciones

¢, COMO SE OBTIENE LA NOTA FINAL?

La calificacion final se obtendra del siguiente modo:

Si la nota del examen presencial es inferior a 5, la calificacién final seré la nota
del examen presencial.

Si la nota del examen presencial es igual o superior a 5y el estudiante no ha
realizado la PEC, la calificacion final seréa la nota del examen presencial.

Si la nota del examen presencial es igual o superior a 5y el estudiante ha
realizado la PEC, la calificacion final sera:

NotaFinal = 0,9-NotaExamen + 0,1-NotaPEC

En ningln caso la PEC podra utilizarse para compensar un examen suspenso.

BIBLIOGRAFIA BASICA

ISBN(13):9788419947406

Titulo:INTRODUCCION AL ANALISIS FUNCIONALPrimera edicion
Autor/es:José Ignacio Tello Del Castillo ;

Editorial:EDITORIAL SANZ Y TORRES

Los contenidos del texto coinciden con los contenidos de la asignatura. Aquellos temas que
aparecen en la guia docente como "opcionales" también aparecen en el libro.
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BIBLIOGRAFIA COMPLEMENTARIA

ISBN(13):9780521337175

Titulo:AN INTRODUCTION TO HILBERT SPACECambridge, 1988
Autor/es:N. Young ;

Editorial: CAMBRIDGE UNIVERSITY PRESS..

ISBN(13):9780821819128

Titulo:AN INTRODUCTION TO HILBERT SPACE?2?2 edicién (1999)
Autor/es:S. K. Berberian ;

Editorial AMERICAN MATHEMATICAL SOCIETY

ISBN(13):9788415550624

Titulo:ESPACIOS DE HILBERT Y ANALISIS DE FOURIER: LOS PRIMEROS PASOSSegunda
edicién 2014

Autor/es:Garcia Garcia, Antonio ; Mufioz Bouzo, M2 José ;

Editoria:SANZ Y TORRES, S.L.

Introduction to Hilbert Space de S.K. Berberian

Existen diversas impresiones en distintas editoriales de la segunda edicion, p.e., en Oxford
University Press (1961) o incluso una edicién en castellano en la editorial Teide (1970) que
aungue esta descatalogada, si existe en muchas bibliotecas. Libro de introduccion a los
espacios de Hilbert con nimerosos ejercicios. No estudia sin embargo ni las series de
Fourier clasicas, ni la transformada de Fourier ni operadores de convolucién ni los espacios
de Hilbert con nucleo reproductor.

An Introduction to Hilbert Space de N. Young

Es un texto de introduccion a los espacios de Hilbert que se complementa con aplicaciones
de la teoria a las soluciones de las ecuaciones en derivadas parciales y a la aproximacion de
funciones de variable compleja. Contiene nimerosos ejemplos y ejercicios. No cubre la
transformada de Fourier ni operadores de convolucion ni los espacios de Hilbert con nucleo
reproductor.

Fourier Analysis and Applications de C. Gasquet y P. Witomski

Es un magnifico texto de ampliacion donde las nociones fundamentales del Analisis de
Fourier se aplican en andlisis de sefales (analisis de tiempo-frecuencia, tiempo-escala y el
procesado de sefiales). El libro original es en francés (ed. Dunod) aunque existe una
traduccion al inglés (1999, ed. Springer Verlag).
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RECURSOS DE APOYO Y WEBGRAFIA

El principal recurso de apoyo de la asignatura sera el curso virtual, a través del cual el
estudiante podra seguir avisos, orientaciones y materiales complementarios, asi como
plantear dudas y participar en los foros de la asignatura.

Los foros del curso virtual constituirdn un espacio de trabajo académico y de intercambio
entre estudiantes y equipo docente. En ellos se podran plantear cuestiones relativas a los
contenidos del curso, siempre procurando formularlas de manera clara, concreta y razonada.
Asimismo, el curso virtual servir4 para comunicar indicaciones sobre el ritmo de estudio, la
prueba de evaluacion continua y cualquier otra informacién relevante para el seguimiento de
la asignatura.

Ademas del curso virtual, el estudiante podra recurrir a la bibliografia complementaria y a las
restantes vias de contacto con el equipo docente indicadas en la guia. Todos estos recursos
deben entenderse como apoyo al estudio personal, que seguira siendo el elemento central
del aprendizaje en la asignatura.

IGUALDAD DE GENERO

En coherencia con el valor asumido de la igualdad de género, todas las denominaciones que en esta
Guia hacen referencia a 6rganos de gobierno unipersonales, de representaciéon, o miembros de la
comunidad universitaria y se efectlan en género masculino, cuando no se hayan sustituido por
términos genéricos, se entenderan hechas indistintamente en género femenino o masculino, segun el
sexo del titular que los desempefie.
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